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Πεξίιεςε: 

Ζ εξγαζία καο μεθηλά από ηελ αλάπηπμε ηεο γεσκεηξίαο από ηνπο αξραίνπο ρξόλνπο 

γηα πξαθηηθνύο ιόγνπο κέηξεζεο θαη θαηαζθεπώλ θαη ηελ κεηεμέιημε ηεο ζε έλα 

επηζηεκνληθό δεκηνύξγεκα ην νπνίν ήηαλ ην πξώην θαη γηα πνιινύο αηώλεο ην κνλαδηθό, 

απηό ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Παξνπζηάδνληαη νη αξρέο πνπ απνδέρηεθε ν Δπθιείδεο θαη 

ην πέξαζκα ηνπ από ην απιό ζην ζύλζεην. Γίλεηαη ηδηαίηεξε αλαθνξά ζην 5
ν
 αίηεκα ην νπνίν 

είλαη θνκβηθήο ζεκαζίαο γηα ηε θύζε ηεο Γεσκεηξίαο. Ζ κε απνδνρή ηνπ αηηήκαηνο απηνύ, 

πνπ θαηλνκεληθά αληηβαίλεη ζηελ ελόξαζε πνπ έρεη ν άλζξσπνο γηα ηνλ θπζηθό θόζκν πνπ 

ηνλ πεξηβάιεη, δεκηνπξγεί ζπλζήθεο γηα αλάπηπμε άιισλ αμησκαηηθώλ-επηζηεκνληθώλ 

δεκηνπξγεκάησλ, ησλ Με Δπθιείδεησλ Γεσκεηξηώλ. ηελ ζπλέρεηα ε εξγαζία αλαθέξεηαη 

ζηε κε επθιείδεηα γεσκεηξία, όπσο ηελ δηαηύπσζε ν Bernart Rimman,  ηα πέληε αηηήκαηα 

πνπ απηόο δηαηύπσζε ώζηε λα πξνθύςεη κηα  κε επθιείδηα γεσκεηξίαο πνπ ζήκεξα είλαη 

γλσζηή σο γεσκεηξία ηνπ Rimman. Δπεηηα ζπλερίδεη ζηνλ  θιάδν ησλ Με Δπθιείδεησλ 

Γεσκεηξηώλ θαη εθείλεο  πνπ δηαηύπσζε ν Nikolay Lobatzeysky θαη, δίλεηαη  έκθαζε ζηνπο 

νξηζκνύο, ζηηο πξνηάζεηο, αιιά θαη ζηα πνξίζκαηα πνπ εθείλνο αλέπηπμε. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1ο.  ΗΣΟΡΗΑ ΣΖ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ 

 

 1. Ζ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ ΑΝΑ ΣΟΤ ΑΗΩΝΔ 

Ζ ηζηνξία ηεο γεσκεηξίαο έρεη ξίδεο  πνπ εληνπίδνληαη ζε θάπνηεο αλαπηπγκέλεο 

θνηλσλίεο ηεο Αλαηνιήο. Οη αξραίνη Βαβπιώληνη, Αηγύπηηνη , Ηλδνί θαη Κηλέδνη είλαη από ηνπο 

πξώηνπο ιανύο πνπ αλέπηπμαλ ηελ γεσκεηξία . Γελ είλαη ηπραίν όηη απηνί νη ιανί δνύζαλ 

θνληά ζε κεγάια πνηάκηα δηόηη κε ηηο ζπρλέο ηνπο πιεκκύξεο κεηέβαιιαλ ην γύξν ρώξν ζ’ 

έλα απέξαλην ιαζπόηνπν. Οη θάηνηθνη είραλ ηελ αλάγθε λα κεηξνύλ ηελ γε λα 

επαλαθαζνξίδνπλ ηα όξηα ησλ αγξώλ θαη λα επηλννύλ ηξόπνπο θαηαζθεπήο αξδεπηηθώλ 

έξγσλ, ώζηε λα ειέγρνληαη νη πιεκκύξεο θαη έηζη αληί γηα ιαζπόηνπνπο λα έρνπλ πινύζηνπο 

ζηηνβνιώλεο θαη νξπδώλεο .Απνηέιεζκα απηώλ ησλ πξνζπαζεηώλ ήηαλ ε δεκηνπξγία θαη ε 

αλάπηπμε ηεο γεσκεηξίαο. Ζ γεσκεηξία ινηπόλ ησλ αλαηνιηθώλ ιαώλ γελλήζεθε από ηελ 

αλάγθε επίιπζεο πξαθηηθώλ πξνβιεκάησλ. Γειαδή ν ζθνπόο ηεο ήηαλ λα εμππεξεηήζεη ηελ 

γεσκεηξία ηηο ηερληθέο θαηαζθεπέο, ηε κεραληθή , ηελ αξρηηεθηνληθή, ηηο πξαθηηθέο αλάγθεο 

θαη όρη λα απνθαηαζηήζεη αιήζεηεο ζεσξεηηθνύ ραξαθηήξα .Δθείλν πνπ ζήκεξα νλνκάδνπκε 

απόδεημε δελ ην ζπληάζζνπκε ζηε γεσκεηξία ησλ Βαβπισλίσλ ή ησλ Αηγππηίσλ .Ο πξώηνο 

ιαόο πνπ ίδξπζε θη αλέπηπμε ηελ γεσκεηξία σο καζεκαηηθή επηζηήκε ήηαλ νη Αξραίνη 

Έιιελεο. Απηνί εηζήγαγαλ θαη αλέπηπμαλ ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία ,ζεκειίσζαλ θαη 

δόκεζαλ ηελ γεσκεηξία θαη δεκηνύξγεζαλ ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία.  

  Έλα από ηα έξγα ησλ αξραίσλ Διιήλσλ είλαη ε αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηα νπνία ηα 

βξίζθνπκε ζε πνιιά αξραία ειιεληθά θείκελα. Γηα παξάδεηγκα νη Ππζαγόξεηνη αλέπηπμαλ 

κηα κνξθή απόδεημεο αξθεηά πην βειηησκέλε από ηνπ Θαιή. Γλώξηδαλ όηη ε απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία έπξεπε λα είρε θάπνηνπο αξρηθνύο ζπιινγηζκνύο. Καζόξηζαλ έλα ζύλνιν 

απνδεηθηηθώλ θαλόλσλ πνπ κπνξνύζαλ θαη ηα ρξεζηκνπνηνύζαλ θαη εηζήγαγαλ νξηζκνύο γηα 

ζπγθεθξηκέλα καζεκαηηθά αληηθείκελα.  Αθόκε ν Αξηζηνηέιεο αλαθέξεηαη  ζηηο  αξρηθέο 

έλλνηεο  ζηνπο  νξηζκνύο ζηα αμηώκαηα θαη ζηελ απόδεημε. Έλα παξάδεηγκα αμησκαηηθήο 

ζεκειίσζεο είλαη ηα ΄΄ηνηρεία΄΄ ηνπ Δπθιείδε. Ο Δπθιείδεο έγξαςε αξρηθνύο όξνπο ησλ 

γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ όπσο είλαη ην ζεκείν θαη ε γξακκή, επίζεο ηηο βαζηθέο ηνπο 

ηδηόηεηεο θαη θαζηέξσζε ηνπο νξηζκνύο, ηα αηηήκαηα θαη ηηο θνηλέο έλλνηεο .Με απηό ηνλ 
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ηξόπν δεκηνύξγεζε κηα καζεκαηηθή ζεσξία κέζα ζηελ νπνία θάζε πξόβιεκα κπνξεί λα 

απνδεηρζεί  κε ηελ βνήζεηα ησλ νξηζκώλ, ησλ αηηεκάησλ θαη ησλ θνηλώλ ελλνηώλ. Απηέο νη 

απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο είλαη ηζρπξέο θαη αλαιινίσηεο κέρξη ζήκεξα.  

Αθόκε εκθαλίδνληαη νη πξώηεο ζπζηεκαηηθέο γεσκεηξηθέο πξαγκαηείεο , όπσο ηνπ 

Ηππνθξάηε ηνπ Υίνπ πεξί ην 440π.Υ , θαη ηα <<ηνηρεία >> ηνπ Δπθιείδε , πνπ απνηέιεζαλ 

ην επηζηέγαζκα ηεο αξραίαο Διιεληθήο καζεκαηηθήο παξάδνζεο, αιιά θαη πξόηππν 

επηζηεκνληθνύ ηδεώδνπο γηα πνιινύο αηώλεο . Από κειέηε ηεο ζέζεο ηνπ κεγέζνπο θαη ηεο 

κνξθήο ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ γηα άκεζεο πξαθηηθέο εθαξκνγέο ε Γεσκεηξία 

κεηακνξθώλεηαη ζε επηζηήκε πνπ κειεηά αθεξεκέλα λνεηηθά αληηθείκελα , νη ζρέζεηο ησλ 

νπνίσλ απνδεηθλύνληαη κε ηε βνήζεηα κηαο ινγηθήο αθνινπζίαο πξνηάζεσλ .Αθόκε ηελ 

Διιεληζηηθή πεξίνδν αλαπηύζζνληαη ζεκειηαθά λέεο κέζνδνη ππνινγηζκνύ επηθαλεηώλ θαη 

όγθσλ , πνπ ζηεξίδνληαη ζε ζεσξεηηθέο πξνζεγγίζεηο θαη καζεκαηηθέο ζεσξίεο . Δπίζεο  ,ε 

Δπξσπατθή Αλαγέλλεζε νδήγεζε ζε λέα άλζεζε ηεο Γεσκεηξίαο . Πξαγκαηνπνηείηαη κε ηελ 

εηζαγσγή ηεο κεζόδνπ ησλ ζπληεηαγκέλσλ από ηνπ Νηεθάξη ην πξώην κηζό ηνπ 17
νπ

 αηώλα 

.Δπίζεο ην 18
ν
 αηώλα δηακνξθώλεηαη ε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία ζηα έξγα ηνπ Euler θαη ηνπ 

Monz, αληηθείκελν ηεο νπνίαο αξρηθά γίλνληαη νπνηεζδήπνηε ιείεο θακπύιεο θαη επηθάλεηεο 

θαη νη κεηαζρεκαηηζκνί ηνπο . ηα κέζα ηνπ 17
νπ

 αηώλα αλαπηύζζεηαη θαη ε Πξνβνιή 

Γεσκεηξία ζηηο κειέηεο ηνπ Ntekart θαη ηνπ Paskal πάλσ ζηελ απεηθόληζε ζσκάησλ ζην 

επίπεδν .Σν αληηθείκελν ηνπ  λένπ θιάδνπ επηθεληξώλεηαη από ηνλ Poinse ζηελ κειέηε ησλ 

ηδηνηήησλ ησλ επηπέδσλ ζρεκάησλ πνπ παξακέλνπλ  αλαιινίσηεο θαηά ηελ πξνβνιή ηνπο 

από έλα επίπεδν ζε άιιν , ελώ ε θαζαπηό ζεσξία ηεο γεσκεηξηθήο απεηθόληζεο νδήγεζε ζην 

ζύζηεκα ηεο Παξαζηαηηθήο Γεσκεηξίαο ηνπ Monz. 

 2. Ζ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ ΠΡΗΝ ΣΟΝ ΔΤΚΛΔΗΓΖ 

Σα καζεκαηηθά ηεο επνρήο απηήο απνηεινύζαλ κέξνο ηεο κπζηηθήο γλώζεο θαη ζπρλά 

ζπλδένληαλ κε ηνλ κπζηηθηζκό. Αξγόηεξα ε αξκνλία ε νπνία ελππάξρεη ζηηο γεσκεηξηθέο 

δνκέο ,ζεσξήζεθε έθθξαζε ελόο: «ζετθνύ ζρεδίνπ» πνπ δηέπεη ηνλ θόζκν. κσο γηα λα 

κπνξέζεη ν  άλζξσπνο λα ρεηξηζηεί θαη λα κειεηήζεη απηέο ηηο κνξθέο , είλαη απαξαίηεηε ε 

αλαπαξάζηαζή  ηνπο. Αθόκε ε αθαίξεζε ηεο θαζεκεξηλήο εκπεηξίαο θαη ε κεηαθνξά ησλ 

απιώλ παξαηεξήζεσλ  ζην  επίπεδν κηαο λνεηηθήο δηεξγαζίαο αξρηθά εμππεξέηεζε πξαθηηθέο 

θαη ηερληθέο αλάγθεο. Απηό ήηαλ απαξαίηεην κεηά ηηο εηήζηεο πιεκκύξεο  ηνπ πνηακνύ 

Νείινπ, πξνθεηκέλνπ λα απνδνζνύλ θαη πάιη νη ηδηνθηεζίεο ζηνπο θαηόρνπο ηνπο θαη λα 
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επηκεηξεζνύλ νη θνξνινγηθέο ηνπο ππνρξεώζεηο ζηνπο Φαξαώ. Αξγόηεξα πην πξνρσξεκέλνη 

ππνινγηζκνί ρξεζηκνπνηήζεθαλ  ζηελ  νηθνδόκεζε ησλ ππξακίδσλ. Αλάινγεο πξαθηηθέο 

αλάγθεο θάιππηε ε γεσκεηξία θαη ζε άιινπο ιανύο όπσο καξηπξνύλ ζύγρξνλεο 

αξραηνινγηθέο αλαθαιύςεηο. 

ε θάζε πεξίπησζε, ε θαηαζθεπή ησλ ππξακίδσλ θαη άιισλ ηερληθώλ έξγσλ 

ζεκαηνδνηεί  κηα αλακθηζβήηεηε πξόνδν. 

κσο απηή παξακέλεη θαζαξά εκπεηξηθή. Γηα 

παξάδεηγκα, δηάθνξα εκβαδά ππνινγίδνληαλ 

θαηά  πεξίπησζε πξαθηηθά , ρσξίο λα ππάξρεη 

έλαο ζπγθεθξηκέλνο ηύπνο ή αιγόξηζκνο γηα ην 

θάζε είδνο. Οκνίσο θαη δηαθνξεηηθνί 

αξηζκεηηθνί ππνινγηζκνί θαη πξάμεηο πξαγκαηνπνηνύληαλ θαηά  πεξίπησζε, ρσξίο λα 

αθνινπζείηαη θάπνηνο θαλόλαο. Δπνκέλσο, νη πνιηηηζκνί ηεο Αηγύπηνπ θαη ηεο Βαβπιώλαο 

δελ έδσζαλ ζηνπο Έιιελεο, κε ηνπο νπνίνπο ήξζαλ ζε επαθή, ηίπνηα ην ζεσξεηηθό, αιιά κηα 

ηεξάζηηα ζπιινγή ζπγθεθξηκέλσλ καζεκαηηθώλ δεδνκέλσλ, κε ηε κνξθή ππνινγηζηώλ ή 

απιώλ θαηαγξαθώλ.       

Δπίζεο ε κειέηε ηεο γεσκεηξίαο, θαη ησλ καζεκαηηθώλ γεληθόηεξα, πέξα από ηηο πξαθηηθέο 

αλάγθεο, σο πλεπκαηηθή αλαδήηεζε, σο ζεσξεηηθό πξόβιεκα, είλαη θαηάθηεζε ηνπ αξραίνπ 

ειιεληθνύ πλεύκαηνο. Δίλαη ην απνηέιεζκα ηνπ ειιεληθνύ νξζνινγηζκνύ , πνπ πξνζπαζεί λα 

βάιεη ηάμε ζηνλ πεξηβάιινληα  θόζκν θαη λα ηνλ εξκελεύζεη , αλαδεηώληαο ην  «γηαηί» θαη 

ην «πσο»  ησλ θαηλνκέλσλ.  Δδώ πξέπεη λα αλαθεξζεί πξώηα ην όλνκα ηνπ γεσκέηξε θαη 

θηινζόθνπ Θαιή. Ο Θαιήο, ζην πιαίζην ηνπ παξαπάλσ νξζνινγηζκνύ, αλαδήηεζε  ηε 

ζεσξεηηθή επεμήγεζε ησλ εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ ησλ Αηγππηίσλ. Θεσξείηαη όηη είλαη ν 

πξώηνο πνπ εθάξκνζε ηελ ηδέα ηεο απόδεημεο. Ζ ρξήζε ησλ νκνίσλ ηξηγώλσλ ηνπ επέηξεςε 

ηνλ αθξηβή ππνινγηζκό ηνπ ύςνπο θαη ησλ ππξακίδσλ. Αλακθίβνια πξνεηνίκαζε ηνπο 

Ππζαγνξείνπο θαη απέδεημε πνιιά ζεσξήκαηα πνπ πεξηέβαιε ν Δπθιείδεο ζηα «ηνηρεία».   

Έηζη ινηπόλ ν Θαιήο δελ ζεσξείηαη απιώο σο ν επξεηήο ηεο ζεσξεηηθήο γεσκεηξίαο , αιιά 

θαη ν εηζεγεηήο ηεο παγθόζκηαο επηζηήκεο. Αθόκε ηζηνξηθό είλαη ην επίηεπγκα , πνπ έζσζε ν 

Πινύηαξρνο, θαηά ην νπνίνλ ν Θαιήο θαηέπιεμε ηνλ Φαξαώ Άκαζηλ, όηαλ ππνιόγηζε ην 

ύςνο ηεο κεγάιεο ππξακίδνο κε ηελ κέζνδν ησλ αλαινγηώλ. Ο Ππζαγόξαο ν κέγαο απηόο 

θηιόζνθνο, καζεκαηηθόο έδσζε λέα ώζεζε ζηελ γεσκεηξία. Μάιηζηα ηα κηζά πεξίπνπ από 

ΕΙΚΌΝΑ 1Η ΠΤΡΑΜΙΔΑ ΣΟΤ ΥΕΟΠΑ 
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ηα δέθα ηξία βηβιία ησλ «ηνηρείσλ» ηνπ Δπθιείδε, ζηεξίδνληαη ζε εξγαζίεο ηνπ Ππζαγόξα 

θαη ηεο ζρνιήο  ηνπ. 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2ο. : ΔΤΚΛΔΗΓΔΗΑ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ 

 1. ΔΤΚΛΔΗΓΖ ΒΗΟΓΡΑΦΗΑ 

Ο Δπθιείδεο γελλήζεθε ζηελ Αιεμάλδξεηα ηεο Αηγύπηνπ ην 325π.Υ. Ήηαλ Έιιελαο 

καζεκαηηθόο, πνπ δίδαμε θαη πέζαλε ζηελ πόιε ζηελ νπνία γελλήζεθε ην 265π.Υ.ηηο κέξεο 

καο είλαη γλσζηόο σο ν ''παηέξαο'' ηεο Γεσκεηξίαο .Ο 

Δπθιείδεο ήηαλ πεγή έκπλεπζεο γηα πνιινύο 

καζεκαηηθνύο εθείλεο ηεο επνρήο όπσο ν Θαιήο, ν 

Δύδνμνο θαη αξθεηή άιινη. Ο Δπθιείδεο είρε ηελ 

ηθαλόηεηα λα αλαζπληάμεη ηηο απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ 

ζε ζύληνκνπο θαη απζηεξνύο όξνπο. 

Αλ θαη δελ επηβεβαηώλεηαη ιέγεηαη πσο ήηαλ καζεηήο ζηελ 

αθαδεκία ηνπ Πιάησλα κέρξη πνπ ν ηόηε βαζηιηάο 

Πηνιεκαίνο ηνλ πξνθάιεζε λα δηδάμεη ζην λέν ηνπ 

παλεπηζηήκην ζηελ Αιεμάλδξεηα. Δθεί ν Δπθιείδεο ίδξπζε 

ηελ δηθή ηνπ καζεκαηηθή ζρνιή θαη έκεηλε εθεί κέρξη ην ηέινο ηεο δσήο ηνπ. Μηα ηζηνξία ιέεη 

πσο έλαο από ηνύο καζεηέο ηνπ παξαπνλέζεθε πσο δελ έρεη λα θεξδίζεη θάηη από ηα 

καζεκαηηθά, ηόηε ν Δπθιείδεο ηνπ έδσζε έλα λόκηζκα ιέγνληαο ''έπξεπε λα θεξδίζεη θάηη από 

απηά πνπ καζαίλεη ''. 

Σν ζεκαληηθόηεξν ζύγγξακκα ηνπ Δπθιείδε ήηαλ ηα ''ηνηρεία''  πνπ απνηεινύηαλ από 13 

βηβιία. Δπηπιένλ απνηειεί ην ζπνπδαηόηεξν 

έξγν ησλ αξραηνειιεληθώλ καζεκαηηθώλ θαη 

είλαη έσο ζήκεξα ε βάζε ησλ ζρνιηθώλ 

βηβιίσλ. Άιια έξγα ηνπ είλαη  ηα '' ηκήκαηα 

ησλ αξηζκώλ '',  ηα ''θαηλόκελα'' θαη ηα 

''νπηηθά''. ια έρνπλ ηελ αγαπεκέλε ηνπ θαη 

βαζηθή δνκή ησλ ''ηνηρείσλ'' κε νξηζκνύο θαη 

απζηεξά απνδεδεηγκέλεο πξνηάζεηο. 

ΕΙΚΌΝΑ 2: ΕΤΚΛΕΙΔΗ 

ΕΙΚΟΝΑ 3: ΣΜΗΜΑ ΑΠΟ ΣΑ ΣΟΙΥΕΙΑ  ΣΟΤ ΕΤΚΛΕΙΔΗ 
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Σν πην γλσζηό ηνπ έξγν ινηπόλ είλαη ηα ''ηνηρεία''. Δθεί, νη ηδηόηεηεο ησλ γεσκεηξηθώλ 

αληηθεηκέλσλ θαη ησλ αθεξαίσλ αξηζκώλ πξνθύπηνπλ από έλα ζύλνιν αμησκάησλ, 

εκπλένληαο ηελ αμησκαηηθή κέζνδν ησλ κνληέξλσλ καζεκαηηθώλ. Παξ' όηη πνιιά από ηα 

ζεσξήκαηα πνπ πεξηέρνληαλ ζηα ηνηρεία ήηαλ ήδε γλσζηά, έλα από ηα επηηεύγκαηα ηνπ 

Δπθιείδε ήηαλ όηη ηα παξνπζίαζε ζε έλα εληαίν, ινγηθά ζπκπαγέο πιαίζην. Σν έξγν ηνπ 

Δπθιείδε ήηαλ ηόζν ζεκαληηθό ώζηε ε γεσκεηξία πνπ πεξηέγξαςε ζηα ηνηρεία ηνπ (ε βάζε 

ηεο νπνίαο είλαη: έζησ κία επζεία ε θαη έλα ζεκείν Α όρη πάλσ ζε απηήλ ηελ επζεία, ηόηε 

ππάξρεη κόλν κία επζεία, παξάιιειε ηεο ε, πνπ δηέξρεηαη από ην Α) νλνκάζηεθε Δπθιείδεηα, 

ελώ ηα ηνηρεία ζήκεξα ζεσξνύληαη έλα από ηα ζεκαληηθόηεξα καζεκαηηθά έξγα όισλ ησλ 

επνρώλ. ηαλ ν Πηνιεκαίνο Α΄ ηνπ δήηεζε έλαλ πην εύθνιν ηξόπν από ηα ηνηρεία ηνπ γηα λα 

κάζεη Γεσκεηξία ε απάληεζε ηνπ κεγάινπ καζεκαηηθνύ ήηαλ: «Γελ ππάξρεη βαζηιηθή νδόο 

γηα ηε Γεσκεηξία». Σα  ηνηρεία κεηαθξάζηεθαλ ζε αξθεηέο  γιώζζεο όπσο ηα ιαηηληθά θαη 

ηα Αξαβηθά. Έγηλαλ  αγώλεο γηα λα επηβηώζνπλ ηα ζηνηρεία από ηηο θαηαζηξνθέο πνπ έγηλαλ 

εθείλε ηελ επνρή, όπσο ε θαηαζηξνθή ηεο βηβιηνζήθεο ηεο Αιεμάλδξεηαο. Σν πξώην 

ηππσκέλν αληίγξαθν βγήθε ην 1482 θαη  ρξεζηκνπνηήζεθε  σο ην εγρεηξίδην ηεο γεσκεηξίαο 

από ην 1700. Δπίζεο ηα ηνηρεία ζεσξήζεθαλ κηα από ηηο θαιύηεξεο καζεκαηηθέο εξγαζίεο 

όισλ ησλ ρξόλσλ. Βέβαηα ζην έξγν απηό ππήξραλ κε θαηαλνεηέο πεξηνρέο πνπ 

ζπκπιήξσζαλ νη επόκελνη καζεκαηηθνί. Δπηπιένλ έρνπλ βξεζεί θάπνηεο ακθηζβεηήζηκεο 

ηδέεο. 

Παξόια απηά δηαθξίλεηαη σο έλα από ηα πξώηα πξόζσπα πνπ πξνζπάζεζαλ λα 

ηππνπνηήζνπλ ηα καζεκαηηθά θαη ε πξνζπάζεηα ηνπ απηή  έγηλε αθεηεξία γηα ηηο κειινληηθέο 

γελεέο. 

 2. ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ ΔΤΚΛΔΗΓΔΗΑ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ 

Σν αληηθείκελν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο είλαη ε κειέηε ηνπ σώπος θαη ησλ ζσημάηων, 

επίπεδσλ θαη ζηεξεώλ, πνπ κπνξνύλ λα ππάξμνπλ κέζα ζε απηόλ. Μέζα ζην ρώξν βξίζθεηαη 

ν θπζηθόο θόζκνο, ζηνλ νπνίν δνύκε, θαη όια ηα αληηθείκελα, κεγάια ή κηθξά, έκςπρα ή 

άςπρα. ην ρώξν δηαθξίλνπκε ηηο επιθάνειερ, ηηο γπαμμέρ θαη ηα ζημεία. Οη επηθάλεηεο 

έρνπλ δύν δηαζηάζεηο, νη γξακκέο κία, ηα ζεκεία θακία. Πάλσ ζε κηα επηθάλεηα κπνξνύκε λα 

ζεσξήζνπκε γξακκέο, νη νπνίεο κάιηζηα κπνξεί λα ηελ νξηνζεηνύλ. Δδώ ρξεηάδεηαη κηα 

δηεπθξίληζε. ια ηα πιηθά αληηθείκελα εθηείλνληαη ζε ηξεηο δηαζηάζεηο. ηελ θαζεκεξηλή 

γιώζζα δερόκαζηε ηηο πξνζεγγίζεηο, ζηε Γεσκεηξία όρη. Λεηηνπξγνύκε αλαγθαζηηθά κε 
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αθεξεκέλεο έλλνηεο, πνπ ηηο απνθαινύκε όποςρ ηεο Γεσκεηξίαο. Ζ Γεσκεηξία ήηαλ ν πξώηνο 

θιάδνο ηεο αλζξώπηλεο γλώζεο πνπ δηακνξθώζεθε σο επηζηήκε θαη επί αηώλεο ν κόλνο. Σν 

αληηθείκελό ηεο, ν ρώξνο θαη ηα ζρήκαηα, είλαη θαη πξνζηηό θαη πινύζην, πξόζθνξν γηα 

ζεσξεηηθή κειέηε αιιά θαη γηα πξαθηηθέο εθαξκνγέο. Από ηελ επνρή ηνπ Αξρηκήδε θαη ηνπ 

Ήξσλα κέρξη ζήκεξα, ηα πεδία εθαξκνγήο ηεο Γεσκεηξίαο ζπλερώο δηεπξύλνληαη. Γηα ηα 

ζπίηηα πνπ δνύκε, ηα θαξάβηα πνπ ηαμηδεύνπκε ή ηηο επεμεξγαζκέλεο εηθόλεο ηεο ηειεόξαζεο 

είλαη αλαγθαία ε ρξήζε ηεο Γεσκεηξίαο, άκεζε ή έκκεζε. 

  Ζ δηαθνξνπνίεζε ηεο Πξαθηηθήο Γεσκεηξίαο από ηε Θεσξεηηθή ή Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία, ζπλίζηαηαη ζηε ζπζηεκαηηθή ρξήζε ηεο ινγηθήο γηα λα ζεκειηώζεη ηηο γλώζεηο 

καο γηα ην ρώξν, μεθεύγνληαο από κεηξήζεηο θαη επηκέξνπο ζπκπεξάζκαηα. Οη γλώζεηο απηέο 

ππάξρνπλ ήδε: όινη μέξνπλ ηη είλαη θύθινο θαη ηη ηεηξάγσλν - νη αληίζηνηρεο ιέμεηο ππάξρνπλ 

ζε όιεο ηηο γλσζηέο γιώζζεο. Πξόθεηηαη όκσο γηα γλώζεηο ζθόξπηεο, αζύλδεηεο κεηαμύ ηνπο. 

Ζ Γεσκεηξία ηηο ζεκειηώλεη, δειαδή ηηο νξγαλώλεη ζε έλα ζύζηεκα, θαη θπζηθά πξνζζέηεη 

θαη λέεο γλώζεηο ζε απηέο πνπ ήδε ππάξρνπλ. Κάζε θαηλνύξγην απνηέιεζκα πξνθύπηεη από 

ηα πξνεγνύκελα, ρξεζηκνπνηώληαο ηε δηαδηθαζία πνπ ιέγεηαη απόδειξη θαη πνπ ζηεξίδεηαη 

ζηνπο θαλόλεο ηεο Λνγηθήο. Άξα η Γεωμεηπία πποσωπάει από ηο πιο απλό ζηο πιο 

ζύνθεηο. 

Ζ Δπθιείδεηα γεσκεηξία βαζίδεηαη ζηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε. Σνλ όξν «ηνηρεία» νη 

Αξραίνη Έιιελεο ηνλ απέδηδαλ ζε θάζε ζύζηεκα καζεκαηηθώλ πξνηάζεσλ θαη ζεσξεκάησλ 

πνπ βαζηδόηαλ ζε αμηώκαηα. 

Ο Δπθιείδεο θαηάθεξε κε 5 αηηήκαηα λα ζεκειηώζεη ινγηθά ην ζύλνιν ησλ γεσκεηξηθώλ 

γλώζεσλ θαη λα δεκηνπξγήζεη 465 Πξνηάζεηο θαη Θεσξήκαηα, πνιιέο από ηηο νπνίεο είλαη 

πνιύπινθεο θαη θαζόινπ δηαηζζεηηθά θαλεξέο. Σα «ηνηρεία» απνηεινύληαη από 13 βηβιία. 

Σα πξώηα 6 πξαγκαηεύνληαη ηελ γλσζηή καο Δπηπεδνκεηξία, ηα επόκελα 3 αλαθέξνληαη ζηε 

Θεσξία Αξηζκώλ ην δέθαην βηβιίν αλαθέξεηαη ζηε ζεσξία ησλ αζύκκεηξσλ ιόγσλ θαη ηα 

ηειεπηαία 3 αλαθέξνληαη ζηελ ηεξενκεηξία. 

 

 3. ΣΑ 5 ΑΗΣΖΜΑΣΑ ΣΟΤ ΔΤΚΛΔΗΓΖ 

Ο Δπθιείδεο  θαηάθεξε λα δεκηνπξγήζεη ηα εμήο 5 αηηήκαηα: 
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Γπν δηαθνξεηηθά ζεκεία νξίδνπλ κνλαδηθή επζεία γξακκή, ζηελ νπνία ηα ζεκεία απηά 

αλήθνπλ. 

Κάζε πεπεξαζκέλε επζεία πξνεθηείλεηαη θαηά ηξόπν ζπλερή ζε άπεηξε επζεία γξακκή. 

Με νπνηνδήπνηε θέληξν θαη αθηίλα, γξάθεηαη θύθινο. 

ιεο νη νξζέο γσλίεο είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο. 

Αλ κηα επζεία γξακκή ηέκλεη δπν επζείεο γξακκέο, έηζη 

ώζηε ην άζξνηζκα ησλ δπν εληόο θαη επί ηα απηά κέξε 

γσληώλ λα είλαη κηθξόηεξν από 180ν, ηόηε νη δπν επζείεο αλ 

επεθηαζνύλ απεξηόξηζηα ζα ζπλαληεζνύλ πξνο ην κέξνο 

πνπ είλαη νη γσλίεο ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα είλαη 

κηθξόηεξν ησλ 180ν. 

 

• Ο Δπθιείδεο, εθηόο από ηα 5 αηηήκαηα ρξεζηκνπνίεζε θαη  ηα 5 αθόινπζα αμηώκαηα ή 

θνηλέο έλλνηεο: 

 Απηά πνπ είλαη ίζα πξνο ηξίην είλαη θαη κεηαμύ ηνπο ίζα. 

 Αλ ζε ίζα πξνζηεζνύλ ίζα, πξνθύπηνπλ πάιη ίζα. 

 Αλ από ίζα αθαηξεζνύλ ίζα, πξνθύπηνπλ πάιη ίζα. 

 Απηά πνπ εθαξκόδνπλ ην έλα πάλσ ζην άιιν, είλαη κεηαμύ ηνπο ίζα. 

 Σν όιν είλαη κεγαιύηεξν από ην κέξνο. 

• Σα πξώηα 3
 
αηηήκαηα αλαθέξνληαη ζηε δπλαηόηεηα λα θαηαζθεπάζνπκε επζύγξακκν 

ηκήκα, λα πξνεθηείλνπκε επζεία θαη λα θαηαζθεπάζνπκε θύθινπ κε ηε βνήζεηα ηνπ θαλόλα 

θαη ηνπ δηαβήηε. Σν 5
ν
 αίηεκα θαζνξίδεη νιόθιεξε ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία θαη απνηέιεζε 

ηελ αθεηεξία γηα ηελ αλαθάιπςε ηεο ζεκεξηλήο κε-Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. 

• ηηο έλλνηεο εκείν, Δπζεία θαη Δπίπεδν δελ έδσζε ηνλ νξηζκό ηνπο  αιιά πεξηέγξαςε ηηο 

ηδηόηεηέο ηνπο όπσο παξάδεηγκα έγξαςε: 

 εκείν είλαη απηό πνπ δελ έρεη κέξνο. 

 Γξακκή είλαη κήθνο ρσξίο πιάηνο. 

 Δπίπεδν είλαη όηη έρεη κήθνο θαη πιάηνο. 

ΕΙΚΟΝΑ 4: ΕΤΚΛΕΙΔΗ ΣΗΝ 

ΥΟΛΗ ΣΩΝ ΑΘΗΝΩΝ 
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 4. ΣO 5
ο
 ΑΗΣΖΜΑ ΣΟΤ ΔΤΚΛΔΗΓΖ 

Σν ηειεπηαίν από ηα πέληε αηηήκαηα ηνπ Δπθιείδε ήηαλ ην πεξίθεκν αίηεκα ησλ 

παξαιιήισλ, ζύκθσλα κε ην νπνίν από θάζε ζεκείν εθηόο  επζείαο  άγεηαη κνλαδηθή  

παξάιιειε πξνο ηελ επζεία.  

«Καὶ ἐὰλ εἰο δύν εὐζείαο εὐζεῖα ἐκπίπηνπζα ηὰο ἐληὸο θαὶ ἐπὶ ηὰ αὐηὰ κέξε γσλίαο δύν ὀξζῶλ ἐιάζζνλαο πνηῇ, 

ἐθβαιινκέλαο ηὰο δύν εὐζείαο ἐπ’ ἄπεηξνλ ζπκπίπηεηλ, ἐθ’ ἃ κέξε εἰζὶλ αἱ ηῶλ δύν ὀξζῶλ ἐιάζζνλεο».  

ηηο αξρέο κέρξη θαη ν δεκηνπξγόο ηνπ, ν Δπθιείδεο, είρε ηηο επηθπιάμεηο ηνπ γηα ην 

ζπγθεθξηκέλν αίηεκα, θαζώο δηέθεξε ζε πνιύ κεγάιν βαζκό απ’ ηα ππόινηπα εμαηηίαο ηεο 

αλαθνξάο ηνπ ζην άπεηξν, ε νπνία ήηαλ ιαλζαζκέλε. Γηα ην ιόγν απηό , απέθεπγε λα ην 

ρξεζηκνπνίεη ζηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ. Καη ήηαλ ιαλζαζκέλε δηόηη δύν επζείεο είλαη 

παξάιιειεο αλ θαη κόλν αλ δελ ηέκλνληαη πνπζελά. κσο ζε κηα πεπεξαζκέλε πεξηνρή ηνπ 

ρώξνπ, κπνξνύκε λα ραξάμνπκε πεξηζζόηεξεο από κηα επζείεο πνπ λα δηέξρνληαη από έλα 

ζεκείν θαη λα είλαη παξάιιειεο πξνο ηελ επζεία (δειαδή λα κελ ηελ ηέκλνπλ). Δπνκέλσο, ην 

αίηεκα ησλ παξαιιήισλ ζπλδέεηαη έκκεζα κε ην άπεηξν ελώ όπσο είλαη ινγηθό νη 

καζεκαηηθνί έρνπλ θάζε ιόγν λα ρνπλ ηηο επηθπιάμεηο ηνπο γηα απηό ιόγσ ηεο δηαίζζεζήο 

ηνπο γηα ην άπεηξν. 

ΕΙΚΟΝΑ 5: Η ΔΙΑΣΤΠΩΗ ΣΟΤ 5ΟΤ ΑΙΣΗΜΑΣΟ 
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  Ήδε από ηελ αξραηόηεηα, ήηαλ πνιιέο νη πξνζπάζεηεο απόδεημήο ηνπ, όκσο όιεο είραλ ηελ 

ίδηα θαηάιεμε. Σελ  αληηθαηάζηαζε ηνπ 5νπ αηηήκαηνο κε κηα άιιε πξόηαζε πην πξνθαλή, ε 

νπνία εμ’ ίζνπ δελ κπνξνύζε λα απνδεηρζεί. 

Γηα ην ιόγν απηό, κεηαγελέζηεξνη καζεκαηηθνί, νη νπνίνη δελ «πξνζπέξαζαλ»  ηηο 

επηθπιάμεηο ηνπ Δπθιείδε γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζηνηρείν, πξνζπάζεζαλ λα αιιάμνπλ ην 

πεξίεξγν αμίσκα ζε ζεώξεκα, θηηάρλνληάο ην από ηα ηέζζεξα άιια αμηώκαηα. Αξγόηεξα, ηνλ 

10
ν
  αηώλα, νη καζεκαηηθνί άιιαμαλ ηαθηηθή θαη επηρείξεζαλ λα δείμνπλ όηη ην 5

ν
 αίηεκα 

είλαη απνηέιεζκα ησλ πξώησλ ηεζζάξσλ. Γηα λα ην θάλνπλ απηό, πήξαλ ηα ηέζζεξα 

αμηώκαηα θαη ηελ άξλεζε ηνπ πέκπηνπ θαη πξνζπάζεζαλ λα εληνπίζνπλ ηπρόλ αληηθάζεηο. 

Μόλν πνπ αληί γηα αληηθάζεηο, αλαθάιπςαλ  λέεο πνιύ δηαθνξεηηθέο, γεσκεηξίεο , νη νπνίεο 

είραλ ηεξάζηηα ζεκαζία γηα ηελ κεηέπεηηα εμέιημε ησλ καζεκαηηθώλ!  

    Σέηνηεο γεσκεηξίεο αλαπηύρζεθαλ  ζηηο αξρέο ηνπ 19νπ αηώλα θαη νλνκάζηεθαλ κε-

Δπθιείδεηεο γεσκεηξίεο. Έηζη ζηηο κε-Δπθιείδεηεο γεσκεηξίεο δερόκαζηε όηη από ζεκείν 

εθηόο επζείαο δηέξρνληαη δύν παξάιιειεο πξνο απηή (γεσκεηξία Lobatchevsky), είηε όηη δελ 

δηέξρεηαη θακία παξάιιειε (γεσκεηξία Riemann), νη νπνίεο βξίζθνπλ εθαξκνγή ζε θνίιε θαη 

θπξηέο επηθάλεηεο αληίζηνηρα.   

Ίζσο θαίλεηαη παξάδνμν, ζην ρώξν καο, αιιά ζην ρώξν ηνπ ζύκπαληνο, ζύκθσλα κε ηελ 

ζεσξία ηεο γεληθήο ζρεηηθόηεηαο ηνπ A. Einstein, «ηαηξηάδεη» θαιύηεξα ε γεσκεηξία ηνπ 

Riemann. Ζ γεληθή ζεσξία ηεο ζρεηηθόηεηαο 

πεξηγξάθεη ηελ ζρέζε ηεο βαξύηεηαο κε ηνλ 

ρσξόρξνλν, επηηξέπνληαο ηνπο θνζκνιόγνπο λα 

δώζνπλ πηζαλέο απαληήζεηο ζε έλα δηπιό εξώηεκα πνπ 

κέρξη ηώξα άλεθε ζηελ ζθαίξα ηεο ζξεζθείαο, ηνπ 

κπζηηθηζκνύ θαη ηεο θηινζνθίαο. Σν ζύκπαλ ζα 

ηειεηώζεη; Καη αλ λαη, κε πνηνλ ηξόπν; 

Οη πηζαλέο απαληήζεηο παίξλνπλ ηελ κνξθή ηξηώλ 

θνζκηθώλ κνληέισλ. ια αξρίδνπλ κε ηελ παξαδνρή 

όηη ην ζύκπαλ δηαζηέιιεηαη, πηζαλώλ από ηελ θνζκηθή 

έθξεμε, γλσζηή σο Big Bang. 

ΕΙΚΌΝΑ 6: ΕΤΚΛΕΙΔΗ Ε ΚΙΣΟ  
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Αλ ε κέζε ππθλόηεηα ύιεο ζην ζύκπαλ είλαη 3 άηνκα πδξνγόλνπ αλά θπβηθό κέηξν, ηόηε 

ππάξρεη αθξηβώο ηόζε ύιε ζηνλ θόζκν, ώζηε ε βαξύηεηα λα ηζνξξνπήζεη ηηο δπλάκεηο 

δηαζηνιήο. Σόηε ην ηεηξαδηάζηαην ζύκπαλ είλαη επίπεδν θαη ηζρύεη ε επίπεδε Δπθιείδεηα 

γεσκεηξία. ε έλα ηέηνην ζύκπαλ ε βαξύηεηα ζα επηβξαδύλεη κε όιν θαη κηθξόηεξν ξπζκό 

ηελ δηαζηνιή ζηακαηώληαο ηελ ηειηθά ζην άπεηξν. 

Αλ ε κέζε ππθλόηεηα ύιεο ζην ζύκπαλ είλαη κηθξόηεξε από 3 άηνκα πδξνγόλνπ αλά θπβηθό 

κέηξν, ην ηεηξαδηάζηαην ζύκπαλ ηνπ ρσξνρξόλνπ είλαη αλνηρηό. Οη βαξπηηθέο δπλάκεηο δελ 

κπνξνύλ λα ζηακαηήζνπλ ηελ δηαζηνιή. ε έλα ηέηνην ζύκπαλ ηζρύεη ε γεσκεηξία 

Lobatchevsky. 

Καη ηέινο αλ ε κέζε ππθλόηεηα ύιεο ζην ζύκπαλ είλαη κεγαιύηεξε από 3 άηνκα πδξνγόλνπ 

αλά θπβηθό κέηξν, ην ηεηξαδηάζηαην ζύκπαλ ηνπ ρσξνρξόλνπ είλαη θιεηζηό. Ζ βαξπηηθή έιμε 

ζα ζηακαηήζεη ηελ δηαζηνιή θαη ζα πξνθαιέζεη θάπνηε ηελ ζπξξίθλσζή ηνπ, «Μεγάιε 

ζπκπίεζε». ε έλα ηέηνην ζύκπαλ ηζρύεη ε γεσκεηξία ηνπ Riemann θαη παξαιιειίδεηαη κε 

ηελ εμσηεξηθή (θπξηή) επηθάλεηα κηαο ζθαίξαο. 

 Γεληθόηεξα: 

 Το 5ο αίηημα 

•  θαζνξίδεη ηε θύζε ζρεδόλ νιόθιεξεο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο.  

• Ζ άξλεζε ηεο ηζρύνο ηνπ, απνηέιεζε ηελ αθεηεξία γηα ηελ αλαθάιπςε ησλ ιεγνκέλσλ 

ζήκεξα κε-Δπθιεηδείσλ Γεσκεηξηώλ.  

 

Η αξία ηηρ Εςκλείδειαρ Πποζπάθειαρ για ηην απόδειξη ηος 5ος αιηήμαηορ 

• Γηάζεκνη καζεκαηηθνί θαη γηα πνιινύο αηώλεο, από ηνλ Πνζεηδώλην (135-51 π.Υ.) κέρξη ηνλ 

G.S. Klügel ην 1763 κ.Υ. δελ θαηάθεξαλ λα απνδείμνπλ ην 5ν αίηεκα.  Ο Klügel ζηε 

Γηδαθηνξηθή ηνπ δηαηξηβή,  κε ηελ επίβιεςε ηνπ Καζεγεηή A.G. Kästner ζην Παλεπηζηήκην 

ηνπ Göttingen,  κε ηίηιν «Μειέηε ησλ πην δηάζεκσλ πξνζπαζεηώλ γηα ηελ απόδεημε ηεο 

ζεσξίαο ησλ παξαιιήισλ»,  ζπκπέξαλε όηη ην 5ν αίηεκα δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί. Έηζη, ε 

καζεκαηηθή ζθέςε ζηξάθεθε πξνο ηελ ηδέα ηεο αληηθαηάζηαζήο ηνπ, δηαηεξώληαο αθέξαηα 

ηα 4 άιια αμηώκαηα. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3
ο
 :ΜΖ ΔΤΚΛΔΗΓΔΗΔ ΓΔΩΜΔΣΡΗΔ- 

RIEMANN  

 1. ΒΗΟΓΡΑΦΗΑ ΣΟΤ  RIEMANN  

 Ο Μπέξλαξλη Riemann ήηαλ από ηνπο ζεκαληηθόηεξνπο καζεκαηηθνύο ηνπ 19
νπ

 αηώλα 

κ.Υ. Γελλήζεθε ζηηο 17 επηεκβξίνπ 1826 ζην Μπξέδειεληο, έλα ρσξηό ζην θξαηίδην 

Αλόβεξν ηεο Γεξκαλίαο, θαη απεβίσζε ζηηο 20 Ηνπιίνπ ζε ειηθία 40 εηώλ από θπκαηίσζε ζην 

ηξίην ηνπ ηαμίδη ζηελ Ηηαιία . πλείζθεξε ηα κέγηζηα ζε δηάθνξνπο θιάδνπο ησλ 

καζεκαηηθώλ θαη δηαθξίζεθε γηα ην έξγν ηνπ ζηε ‘Με επθιείδεηα Γεσκεηξία’. Ο D. Struik  

ζέινληαο λα δείμεη ηελ αμία ηνπ Riemann αλέθεξε όηη: «κε ηνλ Riemann θηάλνπκε ζηνλ 

άλζξσπν πνπ επεξέαζε πεξηζζόηεξν από θάζε άιινλ ηελ πνξεία ησλ ζύγρξνλσλ 

Μαζεκαηηθώλ». 

  Σα πξώηα ρξόληα ηνπ Bernhard  Riemann 

παξνπζηάδνπλ δσεξό ελδηαθέξνλ. Μεγάισζε ζε 

θησρή νηθνγέλεηα, ν παηέξαο ηνπ, Friedrich 

Bernhard Riemann, ήηαλ Λνπζεξαλόο πάζηνξαο, 

ελώ ε κήηεξα ηνπ πέζαλε πξηλ αλαπηπρζνύλ ηα 

παηδηά ηεο. Ο κηθξόο Georg Friedrich Bernhard 

Riemann, όπσο είλαη ην πιήξεο όλνκά ηνπ ήηαλ 

μερσξηζηόο από ηα άιια παηδηά αθνύ έθαλε κε 

αθάληαζηε ηαρύηεηα ηνπο καζεκαηηθνύο 

ππνινγηζκνύο. Σν 1840 ν Riemann πήγε ζην 

Αλόβεξν λα δήζεη κε ηε γηαγηά ηνπ, ώζηε λα 

ζπνπδάζεη παξαπέξα. Με ην ζάλαην ηεο ην 1842 ν 

Riemann θνίηεζε ζην Ησάλλεην Λύθεην ζην Λνύλελκπνπξγθ θαη κεξηθά ρξόληα αξγόηεξα 

άξρηζε λα κειεηά Φηινινγία θαη Θενινγία ώζηε λα γίλεη ηεξέαο θαη λα βνεζήζεη έηζη 

νηθνλνκηθά ηελ νηθνγέλεηά ηνπ. Ο παηέξαο ηνπ, όκσο, κάδεςε θάπνηα ρξήκαηα, ώζηε, ν γηνο 

ηνπ λα ζπνπδάζεη απηό πνπ ήζειε, Μαζεκαηηθά. Έηζη, Σνλ έζηεηιε ζην νλνκαζηό 

Παλεπηζηήκην ηνπ Γθέηηλγθελ, όπνπ ζπλάληεζε ηνλ κεγάιν καζεκαηηθό Καξι Φξίληξηρ 

Γθάνπο θαη παξαθνινύζεζε δηαιέμεηο ηνπ πάλσ ζηε κέζνδν ησλ ειάρηζησλ ηεηξαγώλσλ. 

ΕΙΚΟΝΑ 7: ΜΠΕΡΝΑΡΝΣ RIEMANN 

ΦΩΣΟΓΡΑΦΙΑ ΣΟΤ RIEMANN ΣΟ 1863 
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Οη ηθαλόηεηεο ηνπ Riemann ηνλ έθεξαλ ζην πιεπξό εμαίξεησλ καζεκαηηθώλ ηεο 

επνρήο. Άξρηζε λα δίλεη δηαιέμεηο ην 1854 πνπ ζεκειίσζαλ ηε Γεσκεηξία ζε ηέηνην βαζκό 

ώζηε ζήκεξα λα απνθαιείηαη «Ρηκάλεηα». Σν 1859 ηειηθά, κεηά ηνλ ζάλαην ησλ Γθάνπο θαη 

Νηίξηριεη, εθιέρζεθε θαζεγεηήο κεηά από κηα απνηπρεκέλε πξνζπάζεηα θαη επηθεθαιήο ηνπ 

Σκήκαηνο Μαζεκαηηθώλ εθεί. Τπήξμε ν πξώηνο πνπ εηζεγήζεθε ηε ζεσξία ησλ αλώηεξσλ 

δηαζηάζεσλ, πνπ απινπνίεζε πνιύ πξνβιήκαηα ηεο Φπζηθήο, κέρξη ζήκεξα. 

Ο Riemann αζρνιήζεθε κε ηε Μαζεκαηηθή Αλάιπζε, ηελ Σνπνινγία, ηελ Αλαιπηηθή 

Θεσξία ησλ αξηζκώλ θαη ηε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία, 

πξνσζώληαο ηε κε επθιείδεηα Γεσκεηξία. 

Πξάγκαηη, ε ηειεπηαία ήηαλ δηαηξηβή πνπ ηνπ 

δεηήζεθε, σο θνηηεηήο, από ηνλ θαζεγεηή ηνπ 

Γθάνπο κε ζέκα ηε ζεσξία ηνπ γηα ηηο αλώηεξεο 

δηαζηάζεηο. Ζ εξγαζία ηνπ απηή ζεσξείηαη αθόκα 

κία από ηηο ζεκαληηθόηεξεο εξγαζίεο γηα ηε 

Γεσκεηξία. Ο ηίηινο ηεο ήηαλ Über die Hypothesen 

welche der Geometrie zu Grunde liegen «Δπί ησλ 

ππνζέζεσλ πνπ βξίζθνληαη ζηα ζεκέιηα ηεο 

Γεσκεηξίαο». Απηό πνπ ζεκειίσζε ε παξαπάλσ 

εξγαζία ήηαλ ε Ρηκάλεηα Γεσκεηξία. Ο Riemann 

βξήθε ηνλ ζσζηό ηξόπν λα επεθηείλεη ζε «λ» δηαζηάζεηο ηε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία ησλ 

επηθαλεηώλ, ηελ νπνία ν ίδηνο ν Γθάνπο είρε απνδείμεη κε ην theorema egregium. Σν 

ζεκαληηθό ήηαλ ν  ηαλπζηήο θακππιόηεηαο Riemann, πνπ είλαη ν πην ζπλεζηζκέλνο ηξόπνο 

γηα λα εθθξαζηεί ε θακππιόηεηα ζηηο πνιιαπιόηεηεο Riemann. 

 

 2. Ζ ΑΡΥΖ: 

Σν 1854 ν Riemann έπξεπε λα δώζεη κηα δνθηκαζηηθή δηάιεμε γηα λα θαηαιάβεη 

ζέζε ιέθηνξα ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Γθέηηλγθελ, θάηη πνπ δελ ζα ηνπ εμαζθάιηδε θάπνην 

κηζζό αιιά κόλν κεξίδην από ηα δίδαθηξα ησλ ηπρόλ ζπνπδαζηώλ πνπ ζα επέιεγαλ λα 

παξαθνινπζήζνπλ ηα καζήκαηά ηνπ. Έπξεπε λα δώζεη ζηνλ  Γθάνπο θαη ζηνπο ππόινηπνπο 

ΕΙΚΟΝΑ 8: ΤΓΥΡΟΝΟ ΑΝΣΙΓΡΑΦΟ 

ΚΟΜΜΑΣΙ ΣΗ ΕΡΓΑΙΑ ΣΟΤ RIEMANN. 
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εμεηαζηέο ηξία ζέκαηα γηα ηα νπνία είρε εηνηκάζεη κηα δηάιεμε, θαη εθείλνη ζα επέιεγαλ ην 

έλα.  

 ηαλ ηειηθά έδσζε ηε δηάιεμή ηνπ ζην Γθέηηλγθελ ην 1854, θαηά ην ηέινο ηεο, ην 

καζεκαηηθό θνηλό ηελ ππνδέρζεθε κε ελζνπζηαζκό ελώ ν Riemann εμήγεζε όηη ε αμία κηαο 

ηέηνηαο έξεπλαο βξίζθεηαη ίζσο ζηε δπλαηόηεηά ηεο λα καο απειεπζεξώζεη από έηνηκεο ηδέεο, 

όηαλ έξζεη θάπνηε ν θαηξόο πνπ ε εμεξεύλεζε ησλ θπζηθώλ λόκσλ ζα απαηηήζεη θάπνηα 

γεσκεηξία δηαθνξεηηθή από ηελ Δπθιείδεηα. Απηά ηα πξνθεηηθά ιόγηα έγηλαλ 

πξαγκαηηθόηεηα θάπνπ πελήληα ρξόληα κεηά ην ζάλαηό ηνπ, κε ηε γεληθή ζεσξία ηεο 

ζρεηηθόηεηαο ηνπ Άηλζηάηλ. 

Ζ εξγαζία απηή ζεσξείηαη αθόκα κία από ηηο ζεκαληηθόηεξεο εξγαζίεο γηα ηε Γεσκεηξία. Ο 

ηίηινο ηεο ήηαλ Über die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen («Δπί ησλ 

ππνζέζεσλ πνπ βξίζθνληαη ζηα ζεκέιηα ηεο Γεσκεηξίαο»).  Ήηαλ ε εξγαζία γηα ηελ νπνία ν 

Riemann είρε πξνεηνηκαζηεί ιηγόηεξν. 

 Ο Riemann βξήθε ηνλ ζσζηό ηξόπν λα επεθηείλεη ζε «λ» 

δηαζηάζεηο ηε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία ησλ επηθαλεηώλ, ηελ 

νπνία ν ίδηνο ν Γθάνπο είρε απνδείμεη κε ην ζεώξεκα 

egregium. Σν ζεκειηώδεο εδώ είλαη ν Σαλπζηήο 

θακππιόηεηαο Ρίκαλ. Γηα ηελ πεξίπησζε κηαο επηθάλεηαο, 

απηόο κπνξεί λα αλαρζεί ζε έλα αξηζκό (βαζκσηό), 

ζεηηθό, αξλεηηθό ή κεδέλ: νη κε κεδεληθέο θαη ζηαζεξέο 

πεξηπηώζεηο είλαη ηα κνληέια ησλ γλσζηώλ κε 

επθιείδεησλ γεσκεηξηώλ. 

    Ο Γεξκαλόο καζεκαηηθόο Riemann ήξζε λα ζηεξίμεη, αιιά θαη λα επεθηείλεη ηηο λέεο 

ηδέεο, απ' ηε κηα κεξηά κε ηηο κειέηεο ηνπ γηα ηελ Διιεηπηηθή Γεσκεηξία, θαη απ' ηελ άιιε κε 

ηε γελίθεπζε ησλ Με Δπθιείδεησλ Γεσκεηξηώλ (ζύγρξνλε ζεσξία ησλ δηαθνξηθώλ 

πνιιαπινηήησλ).  Ζ κε Δπθιείδεηα γεσκεηξία ηνπ Riemann είλαη πεξηζζόηεξν καζεκαηηθή 

δεκηνπξγία. Σν αμίσκα ηνπ Δπθιείδε κάο ιέεη ηη πξέπεη λα ζπκβαίλεη ζην θπζηθό ρώξν πνιύ 

καθξύηεξα απ' ηελ αλζξώπηλε εκπεηξία.  

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 9:ΟΙ ΓΩΝΙΕ ΤΜΦΩΝΑ  

ΜΕ ΣΙ ΓΕΩΜΕΣΡΙΕ ΠΟΤ  

ΤΠΑΡΥΟΤΝ 

http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%86%CE%BF%CF%81%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CE%93%CE%B5%CF%89%CE%BC%CE%B5%CF%84%CF%81%CE%AF%CE%B1&action=edit&redlink=1
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 3. ΣΑ ΑΗΣΖΜΑΣΑ ΣΟΤ RIEMANN 

Μνινλόηη ην 2ν Αίηεκα ηνπ Δπθιείδε βεβαηώλεη όηη κηα επζεία γξακκή κπνξεί λα επεθηαζεί 

απεξηόξηζηα, γηα ηνλ Riemann, απηό δελ 

ζπλεπάγεηαη αλαγθαζηηθά όηη κηα επζεία γξακκή 

έρεη άπεηξν κήθνο, απιώο ζεκαίλεη πσο ε ελ 

ιόγσ είλαη ρσξίο ηέινο ή ρσξίο όξην. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ην ηόμν ελόο κέγηζηνπ 

θύθινπ πνπ ζπλδέεη δύν ζεκεία κηαο ζθαίξαο 

κπνξεί λα πξνεθηείλεηαη απεξηόξηζηα θαηά 

κήθνο ηνπ κέγηζηνπ θύθινπ, θάλνληαο ην 

πξνεθηεηλόκελν ηόμν ρσξίο ηέινο, αιιά ζίγνπξα 

δελ είλαη άπεηξν ζε κήθνο. Δίλαη θαλεξό όηη κηα 

επζεία γξακκή κπνξεί λα ζπκπεξηθέξεηαη όκνηα 

θαη όηη κηα πεπεξαζκέλε πξνέθηαζή ηεο κπνξεί 

λα επηζηξέςεη ζηνλ εαπηό ηεο. 

  Με απηή ηελ εξκελεία ηνπ Riemann γηα ηηο 

έλλνηεο ηνπ απεξηόξηζηνπ θαη ηνπ 

απείξνπ, απνδείρζεθε όηη κπνξεί θαλείο λα θαηαλνήζεη θαη λα αλαπηύμεη κηα εζσηεξηθά 

ζπλεπή Γεσκεηξία ζηελ νπνία ηθαλνπνηείηαη ε ππόζεζε ηεο Ακβιείαο γσλίαο. 

   Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ ηα αηηήκαηα 1, 2 θαη 5 ηνπ Δπθιείδε ηξνπνπνηεζνύλ 

θαηάιιεια ώζηε: 

 1΄. Γύν δηαθνξεηηθά ζεκεία νξίδνπλ ηνπιάρηζηνλ κηα επζεία γξακκή. 

 2΄. Μηα επζεία γξακκή είλαη απεξηόξηζηε. 

 5΄. Γύν νπνηεζδήπνηε επζείεο γξακκέο ελόο επηπέδνπ ηέκλνληαη. 

 Καη δηαηεξήζνπκε ηα άιια δύν αηηήκαηα ηνπ Δπθιείδε σο έρνπλ: 

 3. Με νπνηνδήπνηε ζεκείν σο θέληξν θαη κε νπνηαδήπνηε αθηίλα κπνξεί λα γξαθεί 

 Κύθινο. 

 4. ιεο νη νξζέο γσλίεο είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο. 

Σόηε πξνθύπηνπλ ηα αμηώκαηα κηαο δεύηεξεο Με Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο πνπ ζήκεξα είλαη 

γλσζηή σο Γεσκεηξία Riemann. 
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Ο Riemann δελ ήηαλ έλαο θαζαξόο γεσκέηξεο νύηε θαη εμέηαζε ην πξόβιεκα κε 

ην γεσκεηξηθό ηξόπν πνπ αθνινύζεζαλ νη Lobachevsky θαη Bolyai ζηα δηθά ηνπο 

γεσκεηξηθά ζπζηήκαηα. Ήηαλ έλαο καζεκαηηθόο ηεο Αλάιπζεο πνπ απιώο 

ρξεζηκνπνίεζε κηα γεσκεηξηθή ππόζεζε ζαλ ππόβαζξν ηεο. Ζ Γεσκεηξία ηνπ Riemann δελ 

είλαη ηίπνηα άιιν από έλα αμίσκα ηεο εξγαζίαο ζηελ Αλάιπζεο κε εμαίξεζε ηνπο ηύπνπο πνπ 

ζπληζηνύλ ηελ αλαπαξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο κέζσ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζεηξώλ. Απηό ην 

κέξνο ηεο δνπιεηάο ηνπ δελ ζα καο απαζρνιήζεη ζηελ παξνύζα εξγαζία, αιιά κόλν νη 

ζεκειηώδεηο ππνζέζεηο ηνπ. 

Ο 

Riemann δελ αζρνιήζεθε δηεμνδηθά κε ηηο εθαξκνγέο ηεο λέαο ηνπ Γεσκεηξίαο. 

 4. ΤΝΔΠΔΗΔ: 

Ο Riemann πξνζέθεξε πνιιά ζηελ Πξαγκαηηθή Αλάιπζε: όξηζε ην νινθιήξσκα 

Riemann  κε ηε βνήζεηα ησλ αζξνηζκάησλ Riemann, αλέπηπμε κηα ζεσξία γηα 

ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζεηξέο πνπ δελ είλαη ζεηξέο Φνπξηέ — έλα πξώην βήκα γηα κηα ζεσξία 

ησλ γεληθεπκέλσλ ζπλαξηήζεσλ — θαη κειέηεζε ην δηαθνξηθό νινθιήξσκα Ρίκαλ-Ληνπβίι. 

Πνιύ γλσζηέο είλαη θαη θάπνηεο ζπλεηζθνξέο ηνπ Riemann ζηε ζύγρξνλε Αλαιπηηθή Θεσξία 

ησλ αξηζκώλ. ε κία θαη κόλε ζύληνκε δεκνζίεπζε (ηε κνλαδηθή ηνπ επί ηεο 

ΕΙΚΌΝΑ 11:    Η ΤΠΟΘΕΗ ΣΟΤ  RIEMANN 
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Αξηζκνζεσξίαο), εηζήγαγε ηε πλάξηεζε δ ηνπ Riemann  θαη έδεημε ηε ζεκαζία ηεο γηα ηελ 

θαηαλόεζε ηεο θαηαλνκήο ησλ πξώησλ αξηζκώλ. Γηεηύπσζε κηα ζεηξά από εηθαζίεο ζρεηηθέο 

κε ηδηόηεηεο ηεο ζπλαξηήζεσο δ, κία από ηηο νπνίεο είλαη ε πεξηβόεηε Τπόζεζε Riemann. 

Ο Riemann εθάξκνζε ηελ Αξρή ηνπ Dirichlet από ηνλ Λνγηζκό ησλ κεηαβνιώλ κε ζπνπδαία 

απνηειέζκαηα. Ζ εξγαζία ηνπ ζηε κνλνδξνκία θαη ζηελ ππεξγεσκεηξηθή ζπλάξηεζε ζηνπο 

κηγαδηθνύο έθαλε κεγάιε εληύπσζε θαη θαζηέξσζε κηα βαζηθή κέζνδν εξγαζίαο κε 

ζπλαξηήζεηο «ιαβαίλνληαο ππόςε κόλν ηηο αλσκαιίεο ηνπο». 

Σειηθά, ήξζε θαη ε πεηξακαηηθή επαιήζεπζε κεξηθώλ βαζηθώλ πξνβιέςεσλ ηεο 

ζεσξίαο ηεο ζρεηηθόηεηαο (όπσο ε θακπύισζε ησλ θσηεηλώλ αθηηλώλ ζην δηάζηεκα), πνπ 

δελ κπνξνύζε λα εμεγήζεη ε ζηεξηγκέλε ζηελ παξαδνρή ελόο απόιπηνπ Δπθιείδεηνπ ρώξνπ 

θιαζηθή Φπζηθή θαη απηή ε επαιήζεπζε ππήξμε ε παλεγπξηθή δηθαίσζε ησλ πξσηνπόξσλ 

δεκηνπξγώλ ηεο κε Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Σν έξγν ηνπ Riemann άλνημε λέεο εξεπλεηηθέο 

πεξηνρέο ζπλδπάδνληαο ηελ Αλάιπζε κε ηε Γεσκεηξία. Δθηόο από ηε Ρηκάλεηα Γεσκεηξία, ε 

ζεσξία ησλ επηθαλεηώλ Riemann αλαπηύρζεθε παξαπέξα από ηνπο Φέιημ Κιάηλ θαη Άληνιθ 

Υνύξεβηηο θαη ζήκεξα ζπληζηά έλα από ηα ζεκέιηα ηεο Σνπνινγίαο, ελώ εθαξκόδεηαη αθόκα 

κε λένπο ηξόπνπο ζηε Μαζεκαηηθή Φπζηθή. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4ο. ΜΖ ΔΤΚΛΔΗΓΔΗΔ 

ΓΔΩΜΔΣΡΗΔ  - LOBACHEVSKY 

 1. ΒΗΟΓΡΑΦΗΑ:NIKOLAY IVANOVICH LOBACHEVSKY (1792-

1856) 

Ο Νηθνιάη Ηβάλνβηηο Λνκπαηζέθζθη ήηαλ έλαο ζπνπδαίνο Ρώζνο καζεκαηηθόο θαη 

ζεσξείηαη ν ζεκειησηήο ηεο κε επθιείδεηαο γεσκεηξίαο. πνύδαζε ζην παλεπηζηήκην ηνπ 

Καδάλ θαη έγξαςε δηδαθηνξηθή δηαηξηβή κε ζέκα ηελ νπξάληα κεραληθή. Δπίζεο, κειέηεζε 

ηελ έλλνηα ηνπ ρώξνπ θαη ηόληζε καζεκαηηθά ηε ζεσξία ηεο ζρεηηθόηεηαο. Ζ γεσκεηξία ηνπ 

βαζίδεηαη ζην όηη από έλα ζεκείν πνπ βξίζθεηαη εθηόο επζείαο κπνξνύλ λα αρζνύλ πξνο 

απηήλ πνιιέο παξάιιειεο, ελώ ε επθιείδεηα γεσκεηξία δέρεηαη όηη κόλν κία παξάιιειε 

θέξεηαη. Οη ηδέεο ηνπ άλνημαλ επξείο νξίδνληεο γηα ηελ αζηξνλνκία, ηε θπζηθή, θαζώο θαη ηε 

κεραληθή. Μέρξη ην ζάλαηό ηνπ (1856) ήηαλ πξύηαλεο ζην παλεπηζηήκην ηνπ Καδάλ. 

Ο Νηθνιάη Ηβάλνβηηο Λνκπαηζέθζθη ήηαλ έλαο 

θνξπθαίνο καζεκαηηθόο θαη παλεπηζηεκηαθόο. Ο 

Λνκπαηζέθζθη από ηα 14 βξέζεθε ζηα έδξαλα ηνπ 

Παλεπηζηεκίνπ ηνπ Καδάλ θαη από ηα 22 ζηελ έδξα 

ηνπ θαζεγεηή Μαζεκαηηθώλ ζην ίδην παλεπηζηήκην. 

Σν 1823 θαηέζεζε ζηελ Αθαδεκία ηεο Αγίαο 

Πεηξνύπνιεο ηε δηθή ηνπ ζεσξία γηα ηε Γεσκεηξία 

πνπ αλέηξεπε ηελ θπξίαξρε επί 2.000 ρξόληα 

επθιείδεηα αληίιεςε θαη εηζήγαγε ηε γλσζηή 

ζήκεξα σο «ππεξβνιηθή γεσκεηξία», ηεο νπνίαο 

ζεσξείηαη ν ζεκειησηήο. Σν έξγν ηνπ απηό, ην νπνίν 

ηειεηνπνίεζε ην1829– αθνύ έλα ρεηξόγξαθό ηνπ από 

ην 1826 έρεη ραζεί– πξνεγήζεθε θαηά ηξία ρξόληα 

ηνπ αληίζηνηρνπ έξγνπ ηνπ Γηάλνο Μπνιηέ, ν νπνίνο 

όκσο αγλννύζε εθείλν ηνπ Λνκπαηζέθζθη. Πην 

γλσζηό είλαη ην ηειεπηαίν ηνπ έξγν, κε ηίηιν 

«Παλγεσκεηξία» (1855-56). Σν έξγν ηνπ απηό κεηέθξαζε ζηελ ηηαιηθή γιώζζα ην 1867 ν 

Μπειηξάκη, ν νπνίνο θαηαζθεύαζε πξώηνο πιήξεο ππόδεηγκα κε επθιείδεηαο (ππεξβνιηθήο) 

γεσκεηξίαο.  

ΕΙΚΌΝΑ 12: NIKOLAY  IVANOVICH  
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ηελ όιε γεσκεηξηθή ζεσξία ηνπ Λνκπαηζέθζθη ππάξρεη έκκεζα ε έλλνηα ηεο θακππιόηεηαο 

ηνπ ρώξνπ, γη απηό ν Ρώζνο καζεκαηηθόο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο πξσηνπόξνο ζηε κε 

επθιείδεηα θνζκνινγία αιιά θαη σο πξόδξνκνο ηεο 

ζεσξίαο ηεο ζρεηηθόηεηαο. Παξόκνηα αληίιεςε δηαηύπσζε 

ηόηε θαη ν Ούγγξνο καζεκαηηθόο Γηάλλνο Μπόιηατ. Μόλν 

ν Γθάνπο πξόζεμε ζηελ αξρή ηελ εξγαζία ηνπ 

Λνκπαηζέθζθη. Δπί δεθαεηίεο απνξξίπηνληαλ κέρξη πνπ 

θαη ν Ρίκαλ «πάηεζε» πάλσ ηεο.  Με ηελ αλαηξνπή ηεο 

επθιείδεηαο γεσκεηξίαο ζπλέβαιε θαζνξηζηηθά ζηελ 

εμέιημε ησλ Μαζεκαηηθώλ θαη θαηαηάρζεθε ζηνπο 

θνξπθαίνπο επηζηήκνλεο όισλ ησλ επνρώλ. Αξγόηεξα 

όηαλ ην πξώην πόλεκα ηνπ Ρώζνπ «Δπί ησλ αξρώλ ηεο 

γεσκεηξίαο» κεηαθξάζηεθε ζηα γεξκαληθά, νη πάληεο 

ππνθιίζεθαλ Αθνινύζεζαλ κεηαθξάζεηο θαη ζηα ππόινηπα 

έξγα ηνπ θαη ν Λνκπαηζέθθζη δηθαηώζεθε όπσο πνιινί κεηά ζάλαηνλ πλεηζθνξά κεγάιε 

είρε θαη ζηελ Άιγεβξα κε ηηο δεκνζηεπκέλεο ζπκπιεξώζεηο πνπ έθαλε ζην έξγν ηνπ Γθάνπο 

γηα ηηο δησλπκηθέο εμηζώζεηο. 

 Γηα ηνλ Λ., ην πεξίθεκν πέκπην «επθιείδεην αίηεκα» (όηη από θάζε ζεκείν εθηόο επζείαο 

δηέξρεηαη κία θαη κόλν κία παξάιιεινο ηεο επζείαο) ήηαλ κηα απζαίξεηε, κε απνδεδεηγκέλε 

θαη κε επηβεβαηώζηκε πεηξακαηηθά ππόζεζε. ηελ ππεξβνιηθή γεσκεηξία ην πέκπην αίηεκα 

κεηαηξέπεηαη σο εμήο: «από θάζε ζεκείν εθηόο επζείαο δηέξρνληαη άπεηξεο παξάιιειεο 

επζείεο ζε απηήλ». Ο Λ. αζρνιήζεθε επίζεο κε ηελ αζηξνλνκία. Οη ζρεηηθέο εξγαζίεο ηνπ 

απνζθνπνύζαλ λα επαιεζεύζνπλ αλ ε θνηλή (επθιείδεηα) γεσκεηξία δηαηεξεί ηελ ηζρύ ηεο 

«ελ κεγάισ». 

 2. ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ ΣΟΤ ΛΟΜΠΑΣΔΦΚΗ 

ηα καζεκαηηθά, ε ππεξβνιηθή γεσκεηξία (επίζεο νλνκάδεηαη γεσκεηξία ηνπ 

Λνκπαηζέθζθη (Лобаче́вский),ή θαληαζηηθή γεσκεηξία) είλαη κηα κε-επθιείδεηα γεσκεηξία, 

δειαδή κηα γεσκεηξία ζηελ νπνία νξηζκέλα από ηα αμηώκαηα ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο δελ 

ηζρύνπλ. πγθεθξηκέλα, ζηελ ππεξβνιηθή γεσκεηξία δελ ηζρύεη ην αμίσκα ησλ παξαιιήισλ. 

Απηό πνπ ζθέθηεθε ν Lobachevsky ήηαλ όηη ην πέκπην αίηεκα ηνπ Δπθιείδε δελ κπνξεί λα 

απνδεηρηεί από ηα ππόινηπα αμηώκαηα θαη αηηήκαηα ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο. Έηζη ινηπόλ, 
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ζαλ ππόζεζε πήξε ην αληίζεην ηνπ αμηώκαηνο ηεο παξαιιειίαο ην νπνίν νλνκάδεηαη Αμίσκα 

ηνπ Lobachevsky:”Τπάξρεη επζεία g θαη ζεκείν A εθηόο απηήο, έηζη ώζηε από ην A λα 

δηέξρνληαη ηνπιάρηζηνλ δύν επζείεο πνπ βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν κε ηελ g θαη δελ ηελ 

ηέκλνπλ”.  

πλεπώο, ν Lobachevsky πξνζάξηεζε ζηα βαζηθά αμηώκαηα ηεο επθιείδεηαο 

γεσκεηξίαο, αληί ηνπ αμηώκαηνο ηεο παξαιιειίαο ην παξαπάλσ αμίσκα, κε απνηέιεζκα λα 

κπνξεί λα αλαπηπρζεί κηα ηέιεηα θαη θαηαλνεηή γεσκεηξία, δηαθνξεηηθή από ηελ επθιείδεηα. 

Έηζη ινηπόλ, ζηελ γεσκεηξία απηή, ν Lobachevsky βξήθε όια ηα απνηειέζκαηα πνπ είλαη 

αλάινγα κε απηά ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο, δειαδή από ηελ κε επθιείδεηα ηξηγσλνκεηξία 

θαη ηελ επίιπζε ηξηγώλσλ, κέρξη ηνλ ππνινγηζκό εκβαδώλ θαη όγθσλ.  

Έρνπλ θαηαζθεπαζηεί κνληέια εληόο ηεο επθιείδεηαο πνπ ππαθνύλ ζηα αμηώκαηα ηεο 

ππεξβνιηθήο γεσκεηξίαο, ην νπνίν δείρλεη όηη ην αμίσκα ησλ παξαιιήισλ είλαη αλεμάξηεην 

από ηα άιια αμηώκαηα ηνπ Δπθιείδε. 

Γελ ππάξρεη αθξηβέο ππεξβνιηθό αληίζηνηρν ησλ επθιείδεησλ παξάιιεισλ επζεηώλ, κε 

απνηέιεζκα ε ρξήζε ηνπ όξνπ παξάιιειν λα πνηθίιεη αλάκεζα ζηνπο ζπγγξαθείο. Γύν 

γξακκέο πνπ δελ ηέκλνληαη όζν θη αλ ηηο επεθηείλνπκε νλνκάδνληαη αζπκπησηηθέο ελώ δύν 

γξακκέο πνπ έρνπλ κία θνηλή θάζεην νλνκάδνληαη 

ππεξπαξάιιειεο. Ζ απιή ιέμε παξάιιειε κπνξεί λα 

αλαθέξεηαη θαη ζηα δύν είδε γξακκώλ. 

Μία ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ηεο ππεξβνιηθήο γεσκεηξίαο 

είλαη όηη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ 

αληηζηνηρεί ζε ιηγόηεξν από κία επζεία, δειαδή είλαη  

<180
ν 
( πνπ αληηζηνηρεί ζε εκηθύθιην). 

ην όξην, θαζώο νη θνξπθέο πεγαίλνπλ πξνο ην άπεηξν, 

ππάξρνπλ αθόκε θαη ηδεαηά ππεξβνιηθά ηξίγσλα κε 

άζξνηζκα γσληώλ 0 κνίξεο. 

 

 

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 14:ΓΡΑΜΜΕ ΠΟΤ  

ΔΙΕΡΥΟΝΣΑΙ  ΑΠΟ 

ΔΕΔΟΜΕΝΟ ΗΜΕΙΟ  Ρ 

http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%99%CE%B4%CE%B5%CE%B1%CF%84%CE%AC_%CF%85%CF%80%CE%B5%CF%81%CE%B2%CE%BF%CE%BB%CE%B9%CE%BA%CE%AC_%CF%84%CF%81%CE%AF%CE%B3%CF%89%CE%BD%CE%B1&action=edit&redlink=1


[23] 

 

 

 3. ΠΡΟΣΑΔΗ, ΠΟΡΗΜΑΣΑ ΚΑΗ ΟΡΗΜΟΗ ΣΖ 

ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ ΣΟΤ ΛΟΜΠΑΣΔΦΚΗ 

ΠΡΟΣΑΖ 1. Έζησ ηπρνύζα επζεία g θαη ηπρόλ ζεκείν A πνπ δελ αλήθεη ζηε g . 

Σόηε από ην A δηέξρνληαη άπεηξεο επζείεο πνπ δελ ηέκλνπλ ηελ g θαη αλήθνπλ ζην ίδην 

επίπεδν κε απηήλ.  

  ΠΡΟΣΑΖ 2. (Θεκειηώδεο ζεώξεκα ηεο παξαιιειίαο ζηελ ππεξβνιηθή γεσκεηξία). 

Έζησ επζεία g, ζεκείν Α εθηόο απηήο θαη ε πξνβνιή Β ηνπ Α ζηελ g. Σόηε ππάξρνπλ δύν 

κνλαδηθέο εκηεπζείεο Αk, Al, δεμηά θαη αξηζηεξά ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, πνπ δελ 

ηέκλνπλ ηελ g ηέηνηεο ώζηε λα 

ηζρύνπλ ηα εμήο:  

i) Οπνηαδήπνηε επζεία πνπ 

πεξλά από ην Α θαη βξίζθεηαη ζηελ 

γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ νη Αk, Al θαη 

ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ λα ηέκλεη ηελ επζεία g.  

ii) Οη γσλίεο <(A, B, k) , <(A, B, l) είλαη ίζεο θαη νμείεο 

 

ΠΡΟΣΑΖ 3. Έζησ επζεία g θαη ζεκείν Α εθηόο απηήο. Αλ ε k πνπ πεξλά από ην Α 

είλαη ε δεμηά νξηαθή επζεία* ηεο g, ηόηε 

ζα είλαη δεμηά νξηαθή επζεία ηεο g γηα 

θάζε ζεκείν Α΄ πνπ αλήθεη ζην k.  

(*Οξηαθέο επζείεο ηεο g νλνκάδνληαη νη 

επζείεο ζηηο νπνίεο βξίζθνληαη νη 

εκηεπζείεο πνπ δελ ηέκλνπλ ηελ g) 

 

ΟΡΗΜΟ 1. Ζ γσλία Π(p) πνπ 

ζρεκαηίδεηαη από ην θάζεην επζύγξακκν ηκήκα AB 

(όπνπ B ε πξνβνιή ηνπ A πάλσ ζηελ g) θαη κηα από 

ηηο νξηαθέο εκηεπζείεο Ak, Al νλνκάδεηαη γσλία 

παξαιιειίαο.  

 

ΠΟΡΗΜΑ 1. Οη επζείεο πνπ βξίζθνληαη 

κέζα ζηηο γσληαθέο πεξηνρέο, πνπ ζρεκαηίδνπλ νη 
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θαηαθνξπθήλ γσλίεο σ θαη δεκηνπξγνύληαη από ηηο παξάιιειεο επζείεο, δελ ηέκλνπλ ηελ 

επζεία g.  

ΟΡΗΜΟ 2. Οη επζείεο πνπ δελ είλαη 

παξάιιειεο ζηελ επζεία g θαη δελ ηελ 

ηέκλνπλ νλνκάδνληαη απνθιίλνπζεο ή 

ππεξπαξάιιειεο, πξνο ηελ g. 

 

ΟΡΗΜΟ 3. Σν κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο κε άθξα ηα ζεκεία ηνκήο ηεο 

θνηλήο θαζέηνπ δύν παξάιιεισλ επζεηώλ, ιέγεηαη απόζηαζε ησλ παξαιιήισλ.  

ΠΡΟΣΑΖ 4. Ζ γσλία παξαιιειίαο κηθξαίλεη θαζώο ε απόζηαζε από ηελ επζεία 

κεγαιώλεη.  

ΠΟΡΗΜΑ 2. Αλ ην ζεκείν C ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο ηείλεη ζην άπεηξν, ηόηε ε 

γσλία παξαιιειίαο ηείλεη ζην κεδέλ 

ΠΡΟΣΑΖ 5. Ζ απόζηαζε 

αλάκεζα ζε δύν ηεκλόκελεο επζείεο 

απμάλεηαη απεξηόξηζηα.  

  ΠΡΟΣΑΖ 6. Ζ απόζηαζε 

κεηαμύ δύν παξαιιήισλ κηθξαίλεη θαηά 

ηε δηεύζπλζε ηεο παξαιιειίαο θαη 

ηείλεη ζην κεδέλ, ελώ κεγαιώλεη (ηείλεη ζην άπεηξν) θαηά ηελ αληίζεηε δηεύζπλζεο ηεο 

παξαιιειίαο. 

 

 4. ΣΡΗΓΩΝΑ ΣΖΝ ΤΠΔΡΒΟΛΗΚΖ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ 

ΠΡΟΣΑΖ 7. Σν άζξνηζκα ησλ γσληώλ θάζε ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξν ησλ 180 

κνηξώλ. 

 

ΠΟΡΗΜΑ 3. Σν άζξνηζκα ησλ 

γσληώλ θάζε θπξηνύ ηεηξαπιεύξνπ 

είλαη  

κηθξόηεξν ησλ 360 κνηξώλ. 

ΠΟΡΗΜΑ 4. ηελ ππεξβνιηθή γεσκεηξία δελ ππάξρνπλ νξζνγώληα 

παξαιιειόγξακκα 
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ΚΡΗΣΖΡΗΑ ΗΟΣΖΣΑ ΣΡΗΓΩΝΩΝ ΣΖΝ ΤΠΔΡΒΟΛΗΚΖ ΓΔΩΜΔΣΡΗΑ  

1ν Κξηηήξην Ηζόηεηαο Σξηγώλσλ (Π-Π-Π): Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο  

ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα.  

 

2ν Κξηηήξην Ηζόηεηαο Σξηγώλσλ (Π-Γ-Π): Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο  

ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερόκελεο ζηηο πιεπξέο απηέο γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη ίζα.  

 

3ν Κξηηήξην Ηζόηεηαο Σξηγώλσλ (Γ-Π-Γ): Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κηα πιεπξά ίζε θαη 

ηηο πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα.  

 

4ν Κξηηήξην Ηζόηεηαο Σξηγώλσλ (Γ-Γ-Π). Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κηα πιεπξά ίζε, κηα 

πξνζθείκελε γσλία ζηελ πιεπξά απηή ίζε θαη ηελ απέλαληη από απηή ηελ πιεπξά γσλία ίζε, 

ηόηε είλαη ίζα. 

 

5ν Κξηηήξην Ηζόηεηαο Σξηγώλσλ (Γ-Γ-Γ). Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο γσλίεο ηνπο ίζεο 

κία πξνο κία ηόηε είλαη ίζα. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 8. Αλ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ, ΓΔΕ είλαη όκνηα, ηόηε είλαη ίζα. 

 

ΟΡΗΜΟ 4. Ζ δηαθνξά ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ γσληώλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ από ηηο 180 

κνίξεο νλνκάδεηαη έιιεηκκα ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

 

ΣΟ ΔΜΒΑΓΟΝ ΣΟΤ ΣΡΗΓΩΝΟΤ 

ΠΡΟΣΑΖ 9. Σν εκβαδόλ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη έλαο ζεηηθόο  

αξηζκόο κε ηηο εμήο ηδηόηεηεο: 

i) Ίζα ηξίγσλα έρνπλ ίζα εκβαδά.  

ii)  Αλ έλα ηξίγσλν είλαη έλσζε ηξηγώλσλ πνπ δελ έρνπλ θνηλά εζσηεξηθά ζεκεία, ηόηε 

ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ ηξηγώλσλ πνπ ην 

απνηεινύλ. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 10. Γηα δύν νπνηαδήπνηε ηξίγσλα ΑΒΓ, ΓΔΕ ηζρύεη ην εμήο:  

α(ΑΒΓ)/δ(ΑΒΓ)=α(ΓΔΕ)/δ(ΓΔΕ), 
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όπνπ (α) ην εκβαδόλ, (δ) ην έιιεηκκα ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη (k) ζεηηθή ζηαζεξά γηα θάζε 

ηξίγσλν ΑΒΓ 

ΠΡΟΣΑΖ 11. Σν εκβαδόλ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη αλάινγν ηνπ  

ειιείκκαηνο, δειαδή ηζρύεη : α(ΑΒΓ)=kδ(ΑΒΓ) 

ΠΟΡΗΜΑ 5. Από ηνλ ηύπν ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο θαίλεηαη όηη όηαλ ην εκβαδόλ 

απμάλεηαη, ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ ηνπ ηξηγώλνπ ειαηηώλεηαη.  

ΠΟΡΗΜΑ 6. Σα ηξίγσλα κε κηθξό εκβαδόλ έρνπλ κηθξό έιιεηκκα θαη ην  

άζξνηζκα ησλ γσληώλ ηνπο πιεζηάδεη ηηο 180 κνίξεο. 

ΠΡΟΣΑΖ 12. ηελ ππεξβνιηθή γεσκεηξία ππάξρνπλ ηξίγσλα πνπ έρνπλ ην ίδην 

ύςνο θαη ηελ ίδηα βάζε αιιά δηαθνξεηηθά εκβαδά. 

 

 

 

 

ΑΤΜΠΣΩΣΗΚΑ ΣΡΗΓΩΝΑ 

ΟΡΗΜΟ 5. Σν ζρήκα πνπ απνηειείηαη από δύν παξάιιειεο εκηεπζείεο θαη ην επζύγξακκν 

ηκήκα πνπ νξίδεηαη από ηηο αξρέο ησλ δύν απηώλ εκηεπζεηώλ 

νλνκάδεηαη αζπκπησηηθό ηξίγσλν.  

ΟΡΗΜΟ 6. Σα ζεκεία A, B θαη ην επ’ άπεηξν 

ζεκείν M ιέγνληαη θνξπθέο ηνπ αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ. Οη 

εκηεπζείεο AX, BY θαη ην επζύγξακκν ηκήκα AB ιέγνληαη 

πιεπξέο ηνπ αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ. Ζ πιεπξά AB γηα 

δηάθξηζε από ηηο άιιεο ιέγεηαη πεπεξαζκέλε πιεπξά .  

ΟΡΗΜΟ 7. Οη γσλίεο (A B X) ,(B A Y)  ιέγνληαη 

γσλίεο ηνπ αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ. Αλ ηα ζεκεία T, A, B, Z 

είλαη ζπλεπζεηαθά, ηόηε νη γσλίεο (A X T) (B Z Y) νλνκάδνληαη εμσηεξηθέο γσλίεο ηνπ 

αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ. Ζ ηνκή ηνπ εζσηεξηθνύ ησλ γσληώλ (A B X) (B A Y) νλνκάδεηαη 

εζσηεξηθό ηνπ αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ.  

ΟΡΗΜΟ 8. Αλ ε γσλία (A X B) ηζνύηαη κε ηελ (B A Y), ηόηε ην αζπκπησηηθό 

ηξίγσλν ιέγεηαη ηζνζθειέο 

ΕΙΚΌΝΑ 15: ΑΤΜΠΣΩΣΙΚΑ  

ΣΡΙΓΩΝΑ 
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ΠΡΟΣΑΖ 13. Ζ επζεία πνπ πεξλά από εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ αζπκπησηηθνύ 

ηξηγώλνπ θαη είλαη παξάιιειε ζηηο παξάιιειεο πιεπξέο ηνπ, ηέκλεη ηελ πεπεξαζκέλε πιεπξά 

ηνπ ηξηγώλνπ.  

  

 

ΠΡΟΣΑΖ 14. Σν άζξνηζκα ησλ γσληώλ ελόο 

αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξν ησλ 180 κνηξώλ. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 15. Ζ εμσηεξηθή γσλία ελόο 

αζπκπησηηθνύ ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από ηελ απέλαληη εζσηεξηθή ηνπ γσλία.  

 

ΟΡΗΜΟ 9. Γύν αζπκπησηηθά ηξίγσλα ιέγνληαη 

ίζα αλ έρνπλ ηηο πεπεξαζκέλεο πιεπξέο θαη ηηο γσλίεο ηνπο 

ίζεο κία πξνο κία. 

ΠΡΟΣΑΖ 16. (1ν Κξηηήξην Ηζόηεηαο 

Αζπκπησηηθώλ Σξηγώλσλ). Γύν αζπκπησηηθά ηξίγσλα 

είλαη ίζα, αλ κηα γσλία θαη ε πεπεξαζκέλε πιεπξά ηνπ 

ελόο είλαη αληίζηνηρα ίζεο κε κηα γσλία θαη ηελ πεπεξαζκέλε πιεπξά ηνπ άιινπ.  

 

ΠΡΟΣΑΖ 17. (2
ν
  Κξηηήξην Ηζόηεηαο Αζπκπησηηθώλ Σξηγώλσλ). Γύν αζπκπησηηθά 

ηξίγσλα είλαη ίζα, αλ νη γσλίεο ηνπ ελόο είλαη αληίζηνηρα ίζεο κε ηηο γσλίεο ηνπ άιινπ.  

 

ΟΡΗΜΟ 10 . Έλα ηξίγσλν, πνπ δύν θνξπθέο ηνπ είλαη επ’ άπεηξν ζεκεία ιέγεηαη 

δηπιά αζπκπησηηθό. Έλα ηξίγσλν πνπ θαη νη ηξεηο θνξπθέο ηνπ είλαη επ’ άπεηξν ζεκεία 

ιέγεηαη ηξηπιά αζπκπησηηθό. 
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